Die etwas andere Vorlesung: AnOrMaL

Zeitungsartikel bergen doch immer wieder mehr Mathe, als man denkt. Das ist
nicht nur eine reiche Quelle fiir den Schulunterricht, sondern auch fiir die universi-
tare Lehre. So erschien Anfang November 2010 im Tagesspiegel aus Berlin [1] und
auch vielen anderen Zeitungen [2, 3] unter dem Titel ,,Falsche Preisschilder* ein
Artikel mit vielen Zahlen und, wie wir sehen werden, noch mehr anwendungsorien-
tierter Mathematik.

Falsche Preisschilder
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Die Verbraucherzentralen haben in einer groBBen Untersuchung iiberpriift, ob denn
die gesetzlich vorgeschriebene Grundpreisauszeichnung, die Kunden dabei helfen
soll, Preise von Lebensmitteln auch bei verschiedenen Packungsgroflen vergleichen
zu konnen, auch tatsdchlich korrekt durchgefiihrt wird. Und die Zahlen sind alar-
mierend: 6 von 10 Preisschildern sind falsch! Das sind ja 60%! In 601 Fillen, fast
20%, fehlt die Grundpreisangabe vollig! Beim Rest ist iiber die Hélfte fehlerhaft
(das hitten wir jetzt auch schon selbst ausrechnen konnen)...

Nun, diese Rechenaufgaben sind sicher nicht ergiebig genug fiir eine Mathematik-
Vorlesung. Stutzig macht aber der Satz des HDE-Geschiéftsfiihrers: ,,80% aller An-
gaben sind sehr gut” — wie kann das sein? Wer hat nun Recht, die Verbraucherzent-
ralen [4, 5] oder der Handelsverband [6]? Und das bei einer doch so objektiven Sa-
che wie Mathematik: Man muss das doch iiberpriifen knnen.

Mathematik als Entscheidungswissenschaft

Ja, man kann es iiberpriifen. Dazu benotigt man nur den Gesetzestext [7, 8] und ge-
niigend Studierende, die bereit sind die Preise zu erfassen und die Grundpreisanga-
ben nachzurechnen. In der Veranstaltung ,,AnOrMal — Anwendungsorientiert Ma-
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thematik Lernen‘ an der PH Karlsruhe beschlossen wir, die Preise und Grundpreise
fiir Molkereiprodukte in acht Lebensmittelméirkten — ALDI, Alnatura, EDEKA,
Fiillhorn, Lidl, Netto, Penny und REWE — im Raum Karlsruhe zu erfassen und
nachzupriifen. Ob die Grundpreisangaben in der richtigen GroBe oder an der richti-
gen Stelle oder mit der korrekten Bezugsgrofe angegeben wurden, war dabei ne-
bensédchlich. Spannender war die Frage, ob tatsdchlich Grundpreise falsch ausge-
rechnet wurden, wie im Zeitungsartikel behauptet. Dies wire schockierend, denn es
handelt sich ja nicht nur um das Standardthema Proportionalitdt der Sekundarstufe
I, sondern wir gehen davon aus, dass diese Grundpreise mit Hilfe des Computers
automatisiert berechnet werden. Das kann doch nicht falsch sein! Oder?

Die Erfassung der Preise verlief weitgehend problemlos, auch wenn manche Markt-
leiter nicht damit einverstanden waren, dass bei ihnen recherchiert wird. Und so
schafften wir es auch rasch, eine Tabelle zu erstellen, die in einem Tabellenkalkula-
tionsprogramm binnen Sekunden iiberpriift werden konnte. Wir fanden viele Feh-
ler, zwar nicht so viele, wie die Verbraucherzentralen, aber doch mehr als erwartet.
Und wir lernen die erste Lektion: Man iiberpriife immer die Rohdaten! Natiirlich
gab es viele Abschreib- und Eingabefehler — das ist das Leben. Unermiidliche Stu-
dierende zogen wieder aus und iiberpriiften die Tabellen in den Mérkten und konn-
ten so dafiir sorgen, dass das Datenmaterial schlieBlich zuverléssig war.

Auch nach der Korrektur der selbst eingebauten Fehler lagen manche Preise um
mehrere Zehnerpotenzen daneben: hier hat jemand bei der Erfassung im Kassen-
system des Marktes nicht auf die Einheiten geachtet. Auch kam es vor, dass bei ei-
nem Sonderangebot noch die alte, hohere, Grundpreisangabe angeschrieben war;
sicher kein Grund zur Aufregung. Nur bei zwei Ketten gab es noch einige andere
Fehler: Bei EDEKA und bei Netto wurden Grundpreise falsch gerundet.

NUMB3RS

Nicht die bekannteste und vermutlich auf Grund ihres starken Mathematik-Bezugs
sicher auch nicht die beliebteste Serie im deutschen Fernsehen ist ,NUMB3RS —
Die Logik des Verbrechens®. Sie wurde von ProSieben iiber SAT.1 zu ,,kabel eins*
durchgereicht, mehr als die sechs bisher produzierten Staffeln wird es nicht geben,
da die amerikanische CBS die Serie eingestellt hat. Die Handlung der Folgen folgt
immer dem gleichen Muster — ein Verbrechen geschieht, und ein junger, dynami-
scher, etwas abgehobener aber dennoch sympathischer, kurz: genialer Mathematik-
professor 10st den Fall oder rettet die Menschheit mit Hilfe von angewandter Ma-
thematik. Natiirlich sind die Methoden manchmal absurd oder auch falsch darge-
stellt, aber die Sendung hat, wenn man ein bisschen mehr Mathematik beherrscht,
als in der Schule gelehrt wird, durchaus Unterhaltungswert. So berichtete mir ein-
mal ein Student, dass er beim Fernsehen ein Erfolgserlebnis hatte weil er etwas mit
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der Aussage ,,P ungleich NP* etwas anfangen konnte; wir hatten gerade Komplexi-
tat von Algorithmen als Thema.

Auch in der ,,AnOrMaL“-Veranstaltung gab es einen NUMB3ERS-Moment: Wa-
rum gerade fanden wir sowohl bei EDEKA als auch bei Netto einen Fehler, der bei
den andere Mérkten nicht auftrat? Beide Mérkte haben ein Rundungsproblem; Prei-
se, die nach kaufménnischen Regeln aufgerundet werden miissten, wurden abge-
rundet. Mathematik half uns hier etwas aufzudecken, was eine rasche Wikipedia-
Recherche bestitigt: beide Méarkte gehoren zum gleichen Konzern [9].

Systematische Fehler und das Dualsystem

Die falsche Rundung koénnte man als Programmierfehler abtun, wenn sie konse-
quent durchgehalten wiirde. Doch das ist nicht so: Bei 200g Joghurt, die 29c¢t kos-
ten, werden (falsch) 14ct pro 100g angegeben, bei 200g Joghurt einer anderen, teu-
reren, Sorte fiir 69ct pro Becher werden (korrekt) 35ct pro 100g angegeben. Bei der
Umrechnung von 200g auf 100g, also bei der Division des Preises durch 2, treten
durch die psychologisch giinstigen auf 9ct endenden Preise immer Grundpreise auf,
bei denen ein halber Cent iibrig bleibt. Und mal wird aufgerundet, mal wird abge-
rundet, ohne erkennbares System, dafiir aber konsequent fiir jeden vorkommenden
Preis gleich. 29¢t/2 sind immer 14ct, 69ct/2 sind immer 35ct. Wie kann das kom-
men?

Hier wird es spannend und wir erschlieBen neben dem Thema ,,Proportionalitét
noch ein weiteres, das meist der Grundschule vorbehaltenes Thema ,,Stellenwertta-
feln“. Unser iibliches Zahlsystem basiert auf 10er-Potenzen. Einer, Zehner, Hun-
derter, Tausender, Zehntausender und mehr werden in der Grundschule (zu Recht)
lange besprochen. Es wird viel damit gearbeitet, schriftliche Rechenverfahren leben
von diesem System, da man dank der Stellenwerte und mit etwas Systematik das
Addieren und Multiplizieren auch mit grolen Zahlen auf das Addieren im Zahlen-
raum bis 20 und das kleine 1x1 zuriickfithren kann. Nur: Computer (und die sollen
ja fiir uns rechnen) rechnen mit einem noch einfacheren Stellenwertsystem, den
Dualzahlen. Statt 10er-Potenzen brauchen wir 2er-Potenzen, statt den Ziffern 0-9
bendtigen wir nur die 0 und die 1. Alles andere geht genauso.

Auch Briiche werden im Zweiersystem genauso gehandhabt wie im Zehnersystem.
Entspricht die erste Stelle hinter dem Komma im Dezimalsystem einem Zehntel so
entspricht sie im Dualsystem einem Halben. Die zweite Stelle hinter dem Komma
sind im Dezimalsystem Hunderstel, im Dualsystem Viertel, und so fort. Statt nega-
tiver Zehnerpotenzen entsprechen die Stellen hinter dem Komma im Dualsystem
negativen Zweierpotenzen. Ganz klar wird dies, wenn man sich verdeutlicht, dass
das Verschieben des Kommas im Dezimalsystem dem Multiplizieren mit oder Di-
vidieren durch 10 entspricht, im Dualsystem aber dem Verdoppeln und Halbieren.
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Die Umrechnung zwischen den Systemen ist bei ganzen Zahlen eine einfache
Ubung. Fiir Briiche muss man ein wenig nachdenken, aber auch das schafft man.
Die Umrechnung vom Dualsystem in das Dezimalsystem ist sehr einfach, denn wir
miissen nur die Summe der mit einer 1 gekennzeichneten Zweierpotenzen ausrech-
nen. Fiir die andere Richtung miissen wir die passenden Zweierpotenzen finden.
Ein paar Beispiele (,,normale” Zahlen im 10er-System schreiben wir normal, Zah-
len im Dualsystem mit den Ziffern 0 und 1, um sie leichter unterscheiden zu kon-
nen, und weil es mehr nach Computer aussieht): 0,5 entspricht 0, 1; 0,75 entspricht
0,11,da 1/2 +1/4=0,75;0,5625 = 1/2 + 1/16, entspricht also 0, 1001.

Was ist die Darstellung des Dezimalbruchs 0,1 im Dualsystem? Dafiir gehen wir
systematisch vor. Wir beginnen mit 1/2 — diese Zahl ist groBer als 0,1, die erste
Stelle der Dualbruchentwicklung ist also zwangsldufig eine 0. Die ndchste Zweier-
potenz, 1/4, ist ebenfalls zu grof3, wie auch 1/8 = 0,125. Erst 1/16 = 0,0625 passt.
Die Darstellung beginnt also mit 0,0001. Es bleibt noch ein Rest von 0,1-0,0625
=0,0375. Da 1/32 = 0,03125 kleiner ist, folgt eine weitere 1 in der Dualdarstellung.
Wir fiithren dies tabellarisch weiter:

Rest vorher 2er-Potenz Bit Rest nachher
0,1000000000000000  0,5000000000000000 O 0,1000000000000000
0,1000000000000000  0,2500000000000000 O 0,1000000000000000
0,1000000000000000  0,1250000000000000 O 0,1000000000000000
0,1000000000000000  0,0625000000000000 1 0,0375000000000000
0,0375000000000000  0,0312500000000000 1 0,0062500000000000
0,0062500000000000  0,0156250000000000 O 0,0062500000000000
0,0062500000000000  0,0078125000000000 O 0,0062500000000000
0,0062500000000000  0,0039062500000000 1 0,0023437500000000
0,0023437500000000  0,0019531250000000 1 0,0003906250000000
0,0003906250000000  0,0009765625000000 O 0,0003906250000000
0,0003906250000000  0,0004882812500000 O 0,0003906250000000
0,0003906250000000  0,0002441406250000 1 0,0001464843750000
0,0001464843750000  0,0001220703125000 1 0,0000244140625000
0,0000244140625000  0,0000610351562500 O 0,0000244140625000
0,0000244140625000  0,0000305175781250 O 0,0000244140625000

Diese Tabelle konnten wir unendlich fortfithren — die so harmlos wirkende Zahl 0,1
hat die periodische Dualdarstellung 0,0001100. Und so geht es uns nicht nur mit
einem Zehntel, sondern mit den meisten Dezimalbriichen.
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Versucht man mit Hilfe des oben genutzten Tabellenverfahrens eine Zahl wie 0,29
in das Dualsystem zu iiberfiihren, damit sie auf dem Computer gespeichert und be-
nutzt werden kann, dann kann man dies mit einer endlichen Anzahl Stellen (bits)
nicht bewerkstelligen. Nehmen wir der Ubersichtlichkeit halber an, dass die Preise
mit 8 Dual-Stellen hinter dem Komma représentiert werden. Dies sollte gentigen,
immerhin ist Lg = % =0,00390625, wir kdnnen also bis auf eine ,,Auflosung™ von
0,4ct genau a%le Preise treffen. In der Realitdt werden natiirlich mehr Stellen ver-
wendet, dies dndert aber nichts am prinzipiellen Problem.

Fir 0,29 als Startwert ergibt die ,,Tabellenmethode die Dualdarstellung
0,01001010, dies entspricht im Dezimalsystem 0,2890625.

Fir 0,69 als Startwert ergibt die ,Tabellenmethode®“ die Dualdarstellung
0,10110000, dies entspricht im Dezimalsystem 0,6875.

Beide Preise konnen wir einfach durch zwei teilen, sogar ohne Verlust der Genau-
igkeit, indem wir das Komma der Dualdarstellung eine Stelle nach links verschie-
ben. Die Hailfte von 0,01001010 ist demnach 0,00100101, das sind
0,14453125, gerundet auf zwei Stellen hinter dem Komma also 0,14 — der falsche
Cent-Preis fiir 100g Billig-Joghurt!

Die Hiélfte von 0,10110000 ist 0,01011000, das sind 0,34375, gerundet auf
zwel Stellen hinter dem Komma sind das 0,34 — der korrekte Cent-Preis fiir teure-
ren Joghurt... Moment! Das wire der falsch abgerundete Cent-Preis fiir den teure-
ren Joghurt! Jetzt haben wir zwar eine Erkldrung fiir das falsche Abrunden, aber
noch nicht fiir das korrekte Aufrunden gefunden.

Die Losung liegt bei der letzten Stelle, die nach der Tabellenmethode nur dann auf
1 gesetzt wird, wenn der Rest noch groBer als die zu vergebende Zweierpotenz ist.
Brechen wir aber nach dieser Stelle ab, so kann es sein, dass eine 1 statt einer 0 auf
der letzten Stelle die Genauigkeit der Darstellung erhoht, auch wenn dadurch der
Dualbruch grofler als der darzustellende Dezimalbruch wird. Fiir die 0,69 ist dies
der Fall. Der Dualbruch 0,10110001 = 0,69140625 ist groler als 0,69, approxi-
miert aber mit einer Differenz von 0,00140625 besser als 0,10110000 = 0,6875
mit einer Differenz von 0,0025. Fiir die billige 0,29 ist dies nicht so, hier ist die
Differenz von 0,01001010 zum gewiinschten Wert nur 0,0009375 im Gegensatz
zur Differenz 0,00296875 zu 0,01001011. Der Rundungsfehler tritt also bei 0,69
nicht auf, da die Dualdarstellung von 0,69 in Wahrheit grofer als 0,69 ist.

Fiir andere Genauigkeiten und andere Preise tritt der Fehler mal so, mal so auf, man
konnte also noch versuchen herauszufinden, mit welcher Genauigkeit die beiden
Markte rechnen. Das ist aber nicht mehr interessant — Tatsache ist, dass die interne
Darstellung von Preisen bei diesen Markten offenbar nicht fiir die korrekte Berech-
nung von Grundpreisen geeignet ist. Man konnte dies am einfachsten 10sen, indem
man die Preise als ganze Zahlen darstellt, also stets in Cent statt Euro rechnet.
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Ist das iiberhaupt ein Problem?

Fiir die Studierenden in der Veranstaltung war es iiberraschend zu sehen, dass es
tatsdchlich auch oder gerade mit dem Computer nicht trivial ist, Proportionalititen
zu berechnen, und dass verschiedene Stellenwertsysteme sich extrem unterscheiden
kénnen, wenn man auch Stellen rechts des Kommas betrachtet. Die wirkliche Rele-
vanz fiir den Alltag kann man an diesem Beispiel aber nicht erkennen. Wiirden Sie
ihre Joghurt-Entscheidung von einem Cent Abweichung abhidngig machen? Sicher
nicht. Zudem bleiben die Grundpreise auch korrekt geordnet, wenn es also nur um
den Vergleich geht, dann ist diese falsche Angabe sicher kein Problem.

Es gibt aber heutzutage immer mehr Stellen, an denen Rechnungen automatisch
durch den Computer erstellt werden. Dabei versucht man oft eine grofere Fairness
iiber eine granularere Abrechnung herzustellen. Handy-Gespriache werden im Mi-
nuten- oder gar Sekundentakt abgerechnet, schneller heifit hier fairer. ,,Intelligente
Stromzdhler* (damit meinen wir nicht die freundlichen Menschen, die von Haus zu
Haus laufen und Zahler ablesen) berechnen jede Stunde aufs Neue den Stromver-
brauch und koénnen dadurch Strom zum jeweils aktuellen Tarif anbieten — der
Computer macht es moglich. Wenn wir aber jede Stunde eine Proportionalitét be-
rechnen, und nichts anderes ist ja die Abrechnung nach reinem Verbrauch, dann
konnen wir uns jede Stunde um einen Cent ,,aus technischen Griinden* vertun. Das
macht dann schlimmstenfalls 24 Cent pro Tag, oder knapp 90 € pro Jahr. Spétes-
tens diese Uberlegung hat die Studierenden davon iiberzeugt, dass ein hdherer
Blick auf die Mathematik sich lohnt!

Zum Veranstaltungskonzept

Die Veranstaltung ,,AnOrMal. — Anwendungsorientiert Mathematik Lernen* [§]
wurde von Prof. Christian Spannagel, PH Heidelberg, und dem Autor fiir Lehr-
amtsstudierende an den Pddagogischen Hochschulen konzipiert. Priméres Ziel ist
nicht die Vorstellung moglichst vieler mathematischer Anwendungen oder der
Uberblick iiber die Bonbonniere der schonsten Anwendungen, sondern das Erken-
nen von Mathematik im Alltag, die Anderung der Einstellung zur Mathematik zum
Positiven, die Erziehung zu Selbststandigkeit und Experimentierfreude, die Ver-
mittlung einer positiven Einstellung zum Medieneinsatz, Medienkompetenz und
Erleben von Methodenvielfalt. Im Idealfall haben die Studierenden nach dem Be-
such der Veranstaltung selbst den Wunsch, Biicher iiber Anwendungsorientierte
Mathematik zu lesen. Davon gibt es eine reiche Auswahl, sowohl moderne Werke,
als auch Klassiker wie zum Beispiel die ,,Lebendige Mathematik* von Lietzmann.
Es ist unseres Erachtens nicht moglich und nicht sinnvoll, moglichst viel von die-
sen Biichern zu prisentieren, sondern wir miissen zunéchst dafiir sorgen, dass die



Die etwas andere Vorlesung — AnOrMaL 7

Studierenden ihre Scheu und Ehrfurcht vor und in vielen Féllen sogar ihre Abnei-
gung gegen Mathematik ablegen.

Eine Auswertung der Veranstaltung iiber von den Studierenden gemalte rich pic-
tures konnte bestétigen, dass dieses Konzept aufgeht — viel Mathematik haben die
Studierenden nicht gelernt, aber sie waren durchgehend davon iiberzeugt, dass Ma-
thematik fiir alle Bereiche des Lebens wichtig und grundlegend ist. Zudem wurden
keinerlei negative Assoziationen mehr mit Mathematik-(Unterricht) verbunden
(Abb. 1).
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Abbildung 1: Die rich pictures einer Studentin der Vorlesung zu Beginn und am
Ende des Semesters. Das Bild von Mathematik wandelt sich deutlich von einem
negativen Schulbild hin zur Auffassung, dass Mathematik {iberall ist. Zudem wird
Mathematik mit einer positiv belegten ,, Jahmarkt“-Situation verbunden.






